
1

)(xfyqypy =+′+′′ ),( 为常数qp
二阶常系数线性非齐次微分方程 :

根据解的结构定理 , 其通解为

Yy = *y+

非齐次方程特解齐次方程通解

求特解的方法

根据 f (x) 的特殊形式 , 的待定形式,

代入原方程比较两端表达式以确定待定系数 .

①

— 待定系数法

2.常系数线性非齐次方程

*y给出特解
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（1） 型

λ为实数 , )(xPm 为 m 次多项式 .

( ) ( )x
mf x e P xλ=
)(xfyqypy =+′+′′ ),( 为常数qp

1
1 1 0( ) m m

m m mP x a x a x a x a−
−= + + + +

1 2
1 1( ) ( 1)m m

m m mP x ma x m a x a− −
−′ = + − + +

2 3
1

2

( ) ( 1) ( 1)( 2)
2

m m
m m mP x m m a x m m a x

a

− −
−′′ = − + − −

+ +

低一次每求一次导数，次数降
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（1） 型

)([ xQe x ′′λ )()2( xQp ′++ λ ])()( 2 xQqp +++ λλ

)(xPe m
xλ=

λ为实数 , )(xPm

设特解为 ,)(* xQey xλ= 其中 为待定多项式 , )(xQ
])()([* xQxQey x ′+=′ λλ

])()(2)([* 2 xQxQxQey x ′′+′+=′′ λλλ

代入原方程,得

为 m 次多项式 .

( ) ( )x
mf x e P xλ=
)(xfyqypy =+′+′′ ),( 为常数qp

(1)  若 λ不是特征方程的根, 则取

从而得到特解

形式为 .)(* xQey m
xλ=

Q (x) 为 m 次待定系数多项式

( )Q x′′ ( 2 ) ( )p Q xλ ′+ + 2( ) ( )p q Q xλ λ+ + + ( )mP x=
2 0,p qλ λ+ + ≠即

( ),mQ x



4

(2)  若λ是特征方程的单根 , 

为m 次多项式, 故特解形式为

(3) 若 λ是特征方程的重根 , 
,02 =+ pλ

)(xQ ′′则 是 m 次多项式,故特解形式为
x

m exQxy λ)(* 2=

小结 对方程①,

)2,1,0()(* == kexQxy x
m

k λ

此结论可推广到高阶常系数线性微分方程 .

)(xQ ′′ )(xPm=)()( 2 xQqp +++ λλ

即

即

当λ在特征根中出现k次时, 可设

特解

( 2 ) ( )p Q xλ ′+ +

2 0,p qλ λ+ + = 2 0 ,pλ + ≠
( )Q x′则 * ( ) x

my x Q x eλ=

2 0,p qλ λ+ + =
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例1. 的一个特解.

解: 本题 而特征方程为

不是特征方程的根 .

设所求特解为 代入方程 :

比较系数, 得

11 ,
3

a b= − =

于是所求特解为

0=λ

,0=λ

0
13 1 ( )xx e P x+ =

2 3 3 1y y y x′′ ′− − = +求方程

2 2 3 0 ,r r− − =

* ,y ax b= +
3 3 2 3 1a x b a x− − − = +

3 3a− =
2 3 1a b− − =





1* .
3

y x= − +
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,2=λ
例2. 的通解.

解:本题 特征方程为 ,0652 =+− rr 其根为

对应齐次方程的通解为

设非齐次方程特解为
xebxbxy 2

10 )(* +=

比较系数,得 1,
2
1

10 −=−= bb

因此特解为 .)1(* 2
2
1 xexxy −−=

代入方程得 xbbxb =+−− 010 22

所求通解为 .)( 22
2
1 xexx +−

25 6 xy y y x e′′ ′− + =求方程

1 22, 3r r= =
2 3

1 2
x xY C e C e= +





02 1b− =

0 12 0b b− =

2 3
1 2

x xy C e C e= +
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,1=λ
例3. 的通解.

解:本题 特征方程为 ,0122 =+− rr
其根为

对应齐次方程的通解为

设非齐次方程特解为 xebxbxy )(* 10
2 +=

比较系数,得 0,
3
2

10 == bb

因此特解为 .* 3
3
2 xexy =

代入方程得 xbxb 426 10 =+

所求通解为 .3
3
2 xex+

2 4 xy y y x e′′ ′− + =求方程

1 2 1r r= =

1 2( ) xY C C x e= +

1 2
x xy C e C xe= +





06 4b =

12 0b =
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,0=λ

例4.求解初始问题




=′′=′=
=′+′′+′′′

0)0()0()0(
         123

yyy
yyy

解:本题 特征方程为 其根为

设非齐次方程特解为 代入方程得 故

2
1

32 2 −=−− CC

故对应齐次方程通解为 1CY = xeC −+ 2
xeC 2

3
−+

原方程通解为

1Cy = xeC −+ 2
xeC 2

3
−+

由初始条件得

0
01 ( )xe P x=



9

于是所求解为

xeey xx

2
1

4
1

4
3 2 +−+−= −−

解得









−=
=
−=

4
1
   1
4

3

3

2

1

C
C
C

例4.求解初始问题 



=′′=′=
=′+′′+′′′

0)0()0()0(
         123

yyy
yyy

1Cy = xeC −+ 2
xeC 2

3
−+
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(2) ( ) [ ( )cos ( )sin ] ( 0)x
l nf x e P x x P x xλ ω ω ω= + ≠ 型

)(xfyqypy =+′+′′ ),( 为常数qp

]* cos sinx
m m

ky R Rx e x xλ ω ω= + 

可设特解:

其中

,i kλ ω+当 在特征根中出现 次时

上述结论也可推广到高阶方程的情形.

m mR R m和 是两个不同的 次多项式函数

( )l nP x P和 是两个多项式函数

{ }max ,m n l=
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例5. 的一个特解 .

解:

特征方程,2,0 == ωλ
故设特解为不是特征方程的根,

代入方程得

xxxadxcxcbxa 2cos2sin)433(2cos)433( =++−+−−

012 =+r,)( xxPl = ,0)(~
=xPn

比较系数,得 9
4

3
1 , ==∴ − da

于是求得一个特解

13 =− a
043 =+− cb

03 =− c
3 4 0d a− − = 0== cb

cos2x x 

1 0
0 2[ ( )cos ( )sin ]2xe P x x P x x= +
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例6. 的通解. 

解: 特征方程为 ,092 =+r 其根为

对应齐次方程的通解为

比较系数, 得

因此特解为 )3sin33cos5(* xxxy +=

代入方程: xaxb 3sin63cos6 −

所求通解为

为特征方程的单根,

)3sin33cos5( xxx ++

因此设非齐次方程特解为



0
0

018cos3 30sin3 [ ( )cos ( ) ]3sin3xx x e P x x P x x− = +
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例7.

解:(1) 特征方程

有二重根 所以设非齐次方程特解为

(2)特征方程 有根

xexyy x sin3)2( )4( ++=′′+

利用叠加原理, 可设非齐次方程特解为

)sincos( xkxdx ++

求下列高阶常系数线性非齐次方程的特解形式:
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解法：欧拉方程是特殊的变系数方程，通过变
量代换可化为常系数微分方程.

)(1
)1(1

1
)( xfypyxpyxpyx nn

nnnn =+′+++ −
−−



的方程(其中 nppp 21 ,

形如

叫欧拉方程.为常数)

特点：各项未知函数导数的阶数与乘积因子自
变量的次数相同．

三、欧拉方程
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作变量变换 ,ln xtex t == 或

dy
dx

将自变量换为 ,t

( ) 1 ( 1)
1 1 ( )n n n n

n nx y p x y p xy p y f x− −
− ′+ + + + =

0x >这里就在 范围求解， 0x <若要在 范围求解，

ln ),(tx e t x= − = −则作变换 或 可得类似结果

dy dt
dt dx

=
1 ,dy
x dt

=

,dD
dt

=记
d yDy
dt

=则 xy D y′ =上式换为

dy dyx
dx dt

⇒ ⋅ =
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2

2 2
1 1d y d y

d x x d t
d d y

d x d tx
= − + ⋅

 
 
 

作变量变换 ,ln xtex t == 或

dy
dx

1 dy
x dt

=

d yDy
dt

=

xy D y⇒ ′ =

2
1 1d y
x d t x

= − +
2

2 2 2
1 1d y d y
x d t x dt

= − +

2

2 2
1 d y dy
x dt dt

 
= − 

 
2 2x y D y D y′′ = −⇒

d d y d t
d t d t d x

 
⋅ ⋅ 

 
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d yDy
dt

=

xy D y′ = 2 ( 1)x y D D y′′ = −
3 ( 1)( 2)x y D D D y′′′ = − −

作变量变换 ,ln xtex t == 或

( ) 1 ( 1)
1 1 ( )n n n n

n nx y p x y p xy p y f x− −
− ′+ + + + =

.)1()1()( ykDDDyx kk +−−= 

一般地，

将上式代入欧拉方程，则化为以 为自变量t
的常系数线性微分方程. 求出这个方程的解，

t把 换为 ，xln 即得到原方程的解.
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原方程化为
,34)1()2)(1( 2 teDyyDDyDDD =−−+−−

即 ,332 223 teDyyDyD =−−

或
3 2

2
3 22 3 3 .td y d y dy e

dt dt dt
− − = (1)

方程(1)所对应的齐次方程为
3 2

3 22 3 0,d y d y dy
dt dt dt

− − =

其特征方程 ,032 23 =−− rrr

例1 求解 223 34 xyxyxyx =′−′′+′′′

解 作变量变换 ,ln xtex t == 或
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特征方程的根为 .3,1,0 321 =−== rrr

所以齐次方程的通解为
3

1 2 3
t tY C C e C e−= + +

设特解为 2ty be∗ =
代入原方程，得 .

2
1

−=b

所给欧拉方程的通解为 .
2
1 23

3
2

1 xxC
x

CCy −++=

,
2

2xy −=∗即

3 2
2

3 22 3 3 .td y d y dy e
dt dt dt

− − =

例1 求解 223 34 xyxyxyx =′−′′+′′′

3 22 3 0r r r⇒ − − =

2 ,bx=
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例2. 

解: 则原方程化为

亦即

其根

则①对应的齐次方程的通解为

特征方程

①
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①的通解为

换回原变量,得原方程通解为

设特解: CtBtAy ++=∗ 2

代入①确定系数, 得

例2.
2

2
2

d d3 2 2
d d

y y y t t
t t

− + = −
2 3 2 0r r⇒ − + =

1 21, 2r r⇒ = =
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